Recherches sur la courbure des surfaces dans des espaces à $n$ dimensions à courbure constante. I by Borůvka, Otakar
Borůvka, Otakar: Scholarly works
Otakar Borůvka
Recherches sur la courbure des surfaces dans des espaces à n dimensions à courbure
constante. I
Spisy přír. fak. MU, č. 165, 1932, 22 s.
Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500030
Terms of use:
© Masarykova univerzita, 1932
Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.
This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz




R E D A K T O R 
P U B L I C A T I O N S 
D E L A 
FACULTÉ DES SCIENCES 
D E L'UNIVERSITÉ MASARYK 
R É D I G É E S F A R 
B O H U S L A V H O S T I N S K Y 
R O K 1932 Ùis. 165 
R E C H E R C H E S 
S U R L A C O U R B U R E D E S S U R F A C E S 
D A N S D E S E S P A C E S A n D I M E N S I O N S 
A C O U R B U R E C O N S T A N T E I. 
P A R 
0. BORÛVKA 
VYCHÀZI S P O D P O R O U MfNÏSTERSTVA S K 0 L S T V 1 A NÂRODNÎ O S V Ë T Y 
V L A S T N I M NÀKLiADEM VYDÂVÂ 
PRIRODOVËDECKÀ F A K U L T A 
B R N O , K O U N I C O T A 6 3 
N A SK.LADÈ M A | E N V E N T E C H E Z 
KNIHKUPECTVÎ A . P I S A , R R N O , OESKÀ 2 8 
R E C H E K G H E S SUR L A COURBURE DES SURFACES DANS DES 
ESPACES À n DIMENSIONS À COURBURE C O N S T A N T E I. 
On sait que, dans la théorie des variétés riemanniennes plongées 
dans un espace euclidien à n dimensions et, en particulier, dans les 
questions d'applicabilité d'espèce m (> 1) de variétés, un rôle important 
jouent les formes différentielles <jpaft (k > 1) dont la définition est la sui-
vante : 1° cp2
 e s t identique au ds2 de la variété 2° pour & > 2, M étant 
le point variable sur la variété, la forme g>2k est le carré scalaire du 
vecteur, projection orthogonale de dkM, dans l'espace orthogonal à l'es-
pace osculateur d'ordre k — 1 de la variété. Rappelons, au sujet des for-
mes en question, les faits suivants: Pour une variété quelconque a) la 
forme <p2k (k > 1) est du premier ordre et du degré 2 k de sorte que 
sa valeur ne dépend que du point correspondant sur la variété et des 
directions sur la variété issues de ce point ; h) pour k > 2 les formes <jp2* 
sont exceptionnelles c'est à dire leurs coefficients vérifient certaines re-
lations *. 
Or, au lieu de considérer les variétés dans l'espace euclidien on 
peut développer leur théorie, plus généralement, dans le cas où l'espace 
ambiant est à courbure constante. Cette théorie ayant k la disposition 
les notions d'origine euclidien conduira naturellement à des formes différen-
tielles (p2k analogues à celles dont il est la question ci-dessus. Il y a 
l'intérêt de considérer ce cas plus général; en effet, certaines propriétés 
géométriques des variétés, liées étroitement aux formes différentielles en 
question exigent, et nous en verrons un exemple intéressant **, que l'es-
pace ambiant soit non-euclidien. 
Le présent Mémoire est pensé comme la première partie d'un article 
plus étendu consacré, au fond, à l'étude des surfaces plongées dans un 
espace à courbure constante à n dimensions qui sont caractérisées par les 
propriétés locales suivantes: Dans un point quelconque de la surface, 
pour k = 1, 2,.. . m < y , 1° l'espace osculateur d'ordre k a précisément 
2 k dimensions 2° l'expression (p2Jc : ds"
ik ne dépend que du point corres-
pondant sur la surface. Le fait que, parmi les surfaces ainsi caractérisées 
* V. E. Bortolotti, Nuova esposizwne, su basi geometrïche, del càlcolo assoïuto 
generalizzato del Vitali, e applicnzione aile géométrie riemanwane di specie superiore 
(Rendiconti del seminario matematico délia R. Università di Padova, 1931—IX0, p. 49. 
et suiv.). 
** V. p. 22. 
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se trouvent les surfaces représentées par les fonctions sphériques de 
Laplace (n = 2 r, m —-r, <p2k ' ds*
k = Gtea) * et les résultats intéressants 
que l'on connait au sujet des surfaces jouissant des propriétés ci-dessus 
dans les cas particuliers M = 4, 5** justifient l'intérêt pour la question. 
Ce Mémoire se devise en deux Chapitres. Dans le premier je dé-
montre pour une surface quelconque plongée dans un espace à courbure 
constante à n Ç> 3) dimensions, un théorème géométriquement intuitif, 
qui exprime le fait que, les formes (p2k correspondantes sont du premier 
ordre. Dans le deuxième Chapitre j 'établie, en applicant les formules 
développées dans le premier Chapitre, l'existence et le degré de généra-
lité des surfaces jouissant des deux propriétés 1 ' 2° ci-dessus. 
I. Les indicatrices de courbure normale et un théorème général 
à leur sujet. 
1. Plongeons nous dans un espace à n (> 3) dimensions à courbure 
constante et imaginons une surface (M) appartenant à cet espace. Con-
sidérons alors, sur la surface, un point particulier quelconque M. On a 
dans ce point les espaces osculateurs de la surface des différents ordres, 
un tel espace d'ordre k Ç> 1) étant par définition, on le sait, le plus 
petit espace linéaire contenant tous les espaces osculateurs d'ordre k, 
au point M, des différentes courbes sur la surface passant par M. 
Si sk est le nombre de dimensions de l'espace osculateur de la 
k(k 1 3) 
surface d'ordre k au point ¥ on a s ê < ^ ~J~
 J • en effet, chaque point 
d'un tel espace est une combinaison linéaire du point M et de ses dérivées 
partielles par rapport aux coordonnées curvilignes de la surface, jusqu 'à 
l'ordre k et ces dérivées sont précisément en nombre 2 D'une 
manière plus précise, sk est le rang de la matrice formée par les dérivées 
partielles en question. I l est donc clair qu'en chaque point de la surface, 
suffisament voisin au point M, l'espace osculateur de la surface d'ordre 
k est au moins à sk dimensions ; nous supposons qu'il est k sk dimensions 
en chaque point de la surface. Remarquons que, dans chaque point de 
(M) l'espace osculateur de la surface d'ordre k - j - 1 passe par celui 
d'ordre k. L a surface étant supposée d'appartenir à l'espace considéré 
i l existe un entier N tel qu'on a s1 < s2 <. . < sN n, les espaces oscu-
* V. ma Note- Sur 'es surfaces représentées par les fonctions sphériques de 
première espèce ( C R. de l'Académie des Sciences, Paris, t. 19 1930 p. 1336). 
** V. p. ex. mes Notes: Sur une classe de *w faces minima plo pe'es dans un 
espace à quatre dimensions à courbure con tante (Ibid. t. 167, 1928, p. 334). 
Sur une classe < e surfaces mi/rma plonae'es dans un espace à cinq dimensions 
à courbure constante (Ibid t. 1^7, 1 2^ p. 1271). 
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lateurs de la surface d'ordre > N étant tous à n dimensions. Nous disons 
que N est le nombre d'espaces osculateurs de la surface {M). 
Cela étant adoptons la définition suivante: 
Dans un point particulier quelconque M de la surface le ftième es-
pace principal de la surface, 1 < Je < N—1, est l'espace linéaire passant 
par M, totalement orthogonal à l'espace osculateur de la surface d'ordre Je 
et situé dans l'espace osculateur de la surface d'ordre Je -J- 1 au point M. 
D'après cette définition on a, en chaque point de {M) précisément 
N — 1 espaces principaux de la surface et le ftième espace principal est 
a sk x — sh (> 1) dimensions. 
Pour aller plus loin considérons sur la surface une courbe apparte-
nant à un espace à m (< n) dimensions et passant par un point parti-
culier quelconque M. On a, au point M, un certain nombre m' < m — 1 
de vecteurs des différentes courbures de la courbe considéré. L e vecteur 
de la (1 <) Je (< m')[èvae courbure a la direction de la Jelèm& normale de 
la courbe* au point M, et par suite i l se trouve situé dans l'espace 
osculateur de la surface d'ordre Je -(- 1 au point M, sa longueur ak ( > 0) 
est la Jeième courbure scalaire de la courbe au point M. 
Faisons alors les définitions suivantes: 
Dans un point particulier quelconque M de la courbe considérée, 
noub désignons par vk, 1 < Je < m' le vecteur dont la direction est celle 
de la A ; i è m e normale de la courbe au point M et sa longueur est 
Dans un point particulier quelconque M de la courbe considérée, 
le vecteur de la ¥ème (l<CJe<Cmr, N — 1) courbure normale de la courbe 
est le vecteur, projection orthogonale du vecteur vk, dans le & i è m e espace 
principal de la surface au point M. 
D'après cette définition i l peut arriver que, dans certains points 
des courbes particulières sur la surface i l n'y a pas de vecteurs de cour-
bure normale correspondants. On n'a que songer p. ex. au 3as m 1. 
D'autre part i l est clair que, quelque soit la courbe sur la surface et 
M un point sur elle, i l existe au point M au plus N— 1 vecteurs de 
différentes courbures normales. Or, un raisonnement facile à faire permet 
de voir que, M étant un point particulier quelconque sur la surface i l 
passe par M, même dans cJiaque direction du plan tangent au point M, 
des courbes situées sur la surface pour lesquelles le vecteur de la pre-
mière, deuxième, etc., N — l l è m e courbure au point M existe, donc pour 
lesquelles les vecteurs des différentes courbures normales existent au 
nombre maximum N— 1. 
I l y a donc lieu la définition suivante: 
Dans un point particulieur quelconque M de la surface, l'indicatrice 
* Nous entendons par une normale et (plus tard] par la tangente d'une courbe 
nn vecteur unitaire. 
2* 
6 
de courbure normale d'ordre h, l < f t < i V r — 1, est le lieu des sommets 
des vecteurs de la Jcième courbure normale des différentes courbes sur la sur-
face passant par M, dans ce point. 
Cela étant, nous allons démontrer le théorème fondamental suivant : 
Toutes les indicatrices de courbure normale des différents ordres sont 
des courbes rationelles fermées. 
2. Pour démontrer le théorème et en vue des considérations ulté-
rieures nous allons faire d'abord quelques remarques préliminaires 
Désignons par c ( C t e ) la courbure de l'espace d'opération. 
Dans le cas c 4= 0 nous avons un espace non-euclidien qui se trouve 
déterminé par une quadrique (absolue) non-dégénérée ; nous la prennons, 
sous la forme 
(F ) X' + X1*+...+ XS = 0. 
(s 
U n point de l'espace est un ensemble ordonné de n - j - 1 nombres 
réels — coordonnées — X, Xt, . .. Xn qui rendent la forme F égale à 
— ; c'est donc un point analytique de l'espace projectif aux coordonnées 
c 
r 
réelles normées. Etant donnés deux points analytiques P , P ' de l'espace 
projectif nous désignons par le symbole P | P ' la forme polaire de F cor-
respondant aux coordonnées de ces deux points. E n particulier, pour un 
point analytique P quelconque de l'espace projectif, nous appelerons 
carré scalaire, du point P l'expression P | P . 
U n vecieur issu d'un point M de l'espace est tout point analytique 
de l'espace projectif situé dans le plan polaire de M par rapport à l'ab-
solu. L e carré de sa longueur est donné par le carré scalaire du point 
analytique en question. E n particulier, M étant un point mobile dans 
l'espace, dM est un vecteur issu de M et le carré ds2 de la longueur 
de l'élément d'arc décrit par M est le carré scalaire du vecteur dM. 
L e sommet d'un vecteur v issu d'un point M de l'espace est le point 
analytique M - j - v. Deux vecteurs issus d'un point M de l'espace sont 
rectangulaires si les deux points analytiques correspondants, situés dans 
le plan polaire de M, sont conjugués par rapport à l'absolu. 
Cela étant, considérons dans l'espace, un point mobile M et asso-
cions lui n vecteurs rectangulaires deux à deux et unitaires elf e2, . . . en 
issus de M. L'ensemble du point M et des vecteurs en question forme 
un système de référence mobile et nous avons, en particulier, les formules 
dM = w 0 0 M - p co^i -\-co2e2 + . . . - ) - w „ e n ; (1) 
d et — o)1Q M -f- cotl e3 +
 w i 2 ^ + • • • -h « i n en, (i = 1, 2, . . . n) 
les co étant des formes linéaires aux différentielles des paramètres dont 
dépend le système mobile. I l y a, naturellement, en conséquence des re-
lations supposées entre M et les e, des relations entre les a. On les ob-
tient facilement en différentiant les relations supposées: 
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MM 1 ; et ej-°) pour M\et 0 = 1, 2 , . . . n) 
c ± i y 
et en tenant compte d ' e l l es -mêmes et des formules (1). O n trouve ainsi 
«oo 0; « y 4 œJt 0; coi0-\-coJi = 0 (i,j=l,2,...n) (2) 
et i l en ré su l t e en particulier 
ds2 (Oj2 a)}2 - [ " • • • ~h ft,»a- (3) 
D e plus, comme les premiers membre dans les formules (1) sont des 
différentielles exactes i l en est de m ê m e des seconds ce que s 'exprime, 
i l est facile de le voi r , par les formules 
io\ \OJX w l f ] \to2 o)2i] - f . . . -j- [o)n ojni] ; (4) 
ù/ij = [Wn Oïj;J - j - [0, 2 0),j | . . . - f [>,•„ — C [Oi ù)j], (î,j=\,2,. . . »). 
Daws cas c 0 nous avons l'espace euclidien et nous le regar-
dons encore comme s u b o r d o n n é à l'espace projectif et d é t e r m i n é par l a 
quadrique (absolue) d é g é n é r é e 
(F_) X 0, A Y x 2
3 + . • • -r x* - - o. 
U n point de l'espace est un ensemble o r d o n n é de n -\- 1 coordon-
n é e s X = 1 ; X i , X 2 , . . . X n dont l a p r e m i è r e est éga le à l 'un i té . U n 
vecteur issu d 'un point M de l'espace est tout point analytique de l'espace 
projectif s i tué dans l 'hyperplan X = 0. L e s notions du c a r r é scalaire d 'un 
vecteur, d 'un vecteur unitaire, du sommet d 'un vecteur, de deux vecteurs 
rectangulaires sont é l émen ta i r e s . 
Cela é t an t , cons idé rons , dans l'espace, un point mobile M et asso-
cions l u i n vecteurs rectangulaires deux à deux et unitaires etJ e 3 , . . . e „ 
issus de M. L 'ensemble du point M et des vecteurs e forme un s y s t è m e 
de r é fé rence mobile pour l'espace. U n e cons idé ra t ion analogue k celle qui 
a é té faite dans le cas d'espace non-euclidien montre que, dans le cas 
actuel, les formules (2), (3), (4) subsistent à condition d 'y poser c 0. 
Dans la suite, nous traiterons les deux cas c =̂  0 et c = 0 en m ô m e 
temps les cons idé ra t i ons que nous avons en vue ne différant pas formelle-
ment dans ces deux cas. 
3. Pour commencer l a d é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e soit toujours c 
l a courbure de l'espace d 'opé ra t ion , sk le nombre de dimensions de l'espace 
osculateur d'ordre Je ( > 1) de la surface ( J / ) et A r l e nombre de ses espaces 
oseulateurs. O n a st — 2, i V > 2. Posons alors pour Je — 1, 2 , . . . N— 1 : 
r Si+i — Sic de sorte que le Jc™me espace pr incipal de l a surface, en 
chaque point, a p r é c i s é m e n t rk dimensions. O n a é v i d e m m e n t l ' inégal i té 
1 < > > < £ - J - 2 . 
Cela é t an t , faisons correspondre k chaque point M de Ç\I) n vecteurs 
unitaires rectangulaires deux k deux eu e2, • • • e „ , issus du point M. Nous 
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avons alors les formules telles que (1), les co étant liés par les relations 
(2) et vérifiant les relations quadratiques (4) ; on a encore la formule (3). 
Particularisons alors le choix des vecteurs e de manière à prendre, 
dans chaque point M, les vecteurs 
eA, eSl dans le plan tangent ; 
e i l T l , ea, dans le premier espace principal; 
etJ_|_i, , e,, dans le deuxiène espace principal; 5) 
e*N ' e V dans I e N l i e m e espace principal. 
Une telle particularisation étant faite nous disons que, l'ensemble du 
point M et des vecteurs e correspondants constitue, pour chaque point M 
de la surface, un système de référence normal. L'espace osculateur d ordre 
h (> 1) de la surface, en chaque point M, se trouve alors déterminé par 
les vecteurs correspondants elf e2> . . • es . 
Les vecteurs elt e2, en particulier, en chaque point 71/" de la surf ice, 
étant dans le plan tangent correspondant, on a 
(oa 0, a > st -j- 1. (6) 
Pour aller plus loin appliquons d'abord, aux équations (6) les for-
mules (4). Nous avons 
+ [ » - « a a J ° > a>s1 1. 
Ces formules entraînent les relations 
p w i a </J2ao w i -Tjhui °h> a> s 1 (7) 
« a a / ' la i » i + / o a s « i > 1 
les jt> étant des fonctions des paramètres dont dépend le système mobile. 
Par suite, en posant 
(pa1] 0»i « i o y a â fflJ«> « > S i - j - l (8) 
nous avons 
<P*V /accu « i J + w i w-> +;>oaa « > s 1 - r l 9) 
Considérons alors sur la surface un point particulier M quelconque 
et une courbe passant par M et telle qu'il y a de vecteur de la première 
courbure de la courbe au point M. I l y a de telles courbes, même dans 
chaque direction du plan tangent au point 21. L a courbe peut être dé-
finie par les formules de Frenet, et on a, en particulier, 
M' — t, 1 m 
t (iii) étant la tangente (la première normale) de la courbe au point i l / " ; 
ai ( > 0) signifie la première courbure scalaire de la courbe au po'nt 
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M et l'accent signifie la dérivation par rapport k l'arc s de la courbe. 
Les formules (10) entraînent 
d2M (- cM+^n^ds2. (11) 
D'autre part, on tire des formules ( l ) , (6), (8) 
d2M= c (GV -f- w 2
3 ) M 4- (dai — m2 co12) ex -r (do)3 -\- o)1 (ou) e2 — 
+ i <Pa^ ea. (12) 
a > *j +1 
E n comparant (11) et (12) on voit que 
j j (fa1, a > i'i + 1 
sont les composantes du vecteur vL — at nx, associé à la courbe consi-
dérée au point M, suivant les vecteurs ea, a > sx -J- 1. S i l'on pose 
w1 ds cos 0, (o2 ds sin 0, (13) 
0 étant l'angle que fait la tangente de la courbe considérée avec le vec-
teur ex et que l'on applique la formule (9) ces composantes s'écrivent 
J s 2 <iP a
l ^ a o c o s j 0 - j - 2 c / 7 l o a c o s 0 s i n © - f ( / > o a 3 s i n -
! 0 , a > s 1 - r l . (14) 
Or, le vecteur vx se trouve situé dans l'espace osculateur de la 
surface d'ordre 2 au point M et cet espace se trouve déterminé, d'après 
l'hypothèse, par les vecteurs e^e*. . .eSi correspondants; on a donc, dans 
le cas A T > 2, . 
Ç P « 1 0, « > 5 2 -f- 1. ( lo) 
De plus, comme les vecteurs e^+j,.. .eSi en question détei minent 
le premier espace principal de la surface au point M, dans le cas N > 2, 
2° les quantités 
-^a J>2uo cos2 © - j - 2 j)lai cos 0 sin © -\- j>0OL2 sin
2 0 , 5j -\- 1 < a (16) 
prises au point M sont les composantes du vecteur de la première courbure 
normale de la courbe au point M suivant les vecteurs e a, sx -\- 1 < a s2. 
Or, la courbe considérée est arbitraire, pourvu qu'il y a de vecteur 
de la première courbure de la courbe au point i l / ; par suite, 0 dans les 
formules (14) est arbitraire et par conséquence, les formules (15) en-
traînent, dans le cas N > 2, 
JJ2uo —Jhai Jhw — 0> a ]> S3 - |- 1. 
I l en résulte, d'après (7 , 
3° dans le cas 2 < N, 
iola — (oSta — 0, a > 5 2 T - l . (17) 
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Or, les Xa dans les formules (16) représentent, dans le premier 
espace principal au point M, les coordonnées du sommet du vecteur 
de la première courbure normale de la courbe considérée au point M. Par 
suite, quand on regarde, dans ces formules, G comme variable, les for-
mules en question représentent les équations paramétriques de l'indica-
trice de courbure normale d'ordre 1 au point M. Cette indicatrice est donc 
bien une courbe rationnelle fermée. Dans le cas N=2 i l n'y a pas 
d'indicatrices d'ordres supérieurs à 2 et par suite, dans ce cas, le théo-
rème est démontré. 
Dans le cas N > 2 nous allons procéder dans la démonstration 
du théorème par la voie d'induction complète. 
Dans ce but désignons par h un entier positif < N — 2. Supposons 
que nous avons démontré que, avec le choix (5) des vecteurs e, pour 
3 1, 2 , . . . A;, 
1° on a les relations de la forme 
a 
J 





% JJj-l, v, 1 « v a = / ; a i « l - j - ^ ' - l i « , 2 « 2 > 
3 
J 
2 J}j-2, v,2 « v a J'j 1 a, 2 « 1 -•- ̂ / - 2 , a, 3 « 2 , (18) 
». + 1 
v 
3 
2 J>Qvj « v a = Jhaj « i + / o , a , j h 1 « 2 » 
les j) étant des fonctions des paramètres dont dépend le système normal, 
et, en particulier, 
J>110 = 1» J>U0 0, / O U — 0, />021
 1 ; 
2° étant donné, sur la surface, un point particulier quelconque M 
et une courbe qui passe par M et pour laquelle les vecteurs de la pre-
mière, deuxième, etc., jièm* courbure dans ce point existent, les quantités 
Xa =
 Ji:1[j~\ ^ « . j t C o s H - 1 V-9 BinV-G, Sj-\-\<a<sj+1 (19) 
H o V r ) 
prises au point i l / , sont les composantes du vecteur de la ju'me courbure 
normale de la courbe au point M suivant les vecteurs ea, Sj - j - 1 < a < Sj l7 
(© ayant la signification ci-dessus); 
3° on a, dans le cas j - j - 1 < N, 
« , . + i , a a*. + 2 , a = « , . 0 ; - a > s / 4 j - j - 1 . (20) 
j 1 j —1 a 
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Les hypothèses 1°, 2" et 3° sont des faits, nous l'avons vu, pour 
h 1. Nous allons montrer qu'elles restent vrai pour j = k -\- 1. 
Pour cela remarquons d'abord qu'on a, d'après l'hypothèse, k -f-1 < N. 
On a donc, d'après 3°, en particulier, les équations 
«(jia — 0, [i — sk ! + 1,.. .sk] a > s t + 1 - f - l . (21) 
Appliquons les formules (4) k ces équations. Nous avons, en tenant compte 
des formules (21) elles-mêmes 
2 | W M V « v a | ^ 0 . 
On a alors aussi, pour h— 0, 1,. . .k, 
* + i 
2 pk h, fi, * [ « | ] L V « v a ] 0» 
et par suite 
et d'après (18) 
s 
[ « „ 27 ; H I - M , * % J + K 2 / > * - * , v l * + i
û l v « J = 0, (22) 
V _ « f c + 1 V ^ + 1 
(A 0 , 1 , . . .k; a > s k + 1 - j - 1). 
Cette formule montre qu'on peut poser 
^ , i *, v , i w v a « ? y * + a A, a .* « 1 ~ h </^ + l —A, a,A + l 
(23) 
* + l 
2 Pk—h, v. h + i « v a — » , a, ft + i « i * , a, A + 2 w2> 
(A 0, 1,. . a > sk+1 - p 1), 
les dans les seconds membres, étant des fonctions des paramètres dont 
dépend le système normal. Les formules (23) constituent bien un groupe de 
formules telles que le groupe de formules (18) pour j k -J- 1. L 'hypo-
thèse 1° reste donc vrai pour j = k -\- 1. 
Posons alors / f t . „ 
<PaT « a , or > 1 
et pour ^ = 1, 2 . . . ., k - j - 1, 
*. 
(fa
 j — -é y v J *) w v a , a > s; + 1. (24) 
On a la formule 
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E n effet, cette formule est exacte, d'après (8) et (9) pour j 1. 
Pour 1 < j < Je - i - 1 elle se vérifie facilement par la voie d'induction 
complète, au moyen des formules (18) et (23 \ 
Cela étant, considérons sur la surface un point particulier M quel-
conque et une courbe qui passe par M et telle qu'i l y a de vecteurs 
de la première, deuxième, etc., Je -J- l i è m e courbure de la courbe au 
point 31. L a courbe peut être définie par les formules de Frenet et on 
a, en particulier, 
f — — c M - j - ai nu 
n\ - — axt -f- « 2
 n» (26) 
nk — ak nk 1 -j- nk + 1, 
t étant la tangente, n les normales successives de la courbe au point 
J / ; aj ( > 0) signifie la j i è m e courbure scalaire de la courbe au point M 
et l'accent signifie la dérivation par rapport à l'arc s de la courbe. Les 
formules (26) entraînent 
M * 1 -|- a t . a 2 aknk, 
l'expression non écrite n'étant qu'une combinaison de 31, t, nu. .. n v 
D'autre part le vecteur vk at .a2. . .ak nk se trouve situé d-ms 
l'espace osculateur d'ordre k -|- 1 de la surface au point M qui est déter-
miné, d'après le choix (5) des vecteurs e, par les vecteurs 
e l ? e2> • • ' ) e » , 1> • • • e * , , • 
k k-\-1 
Les composantes du vecteur vk suivant les vecteurs e a , sA -|- K a < sfc j 
sont, d'après l'hypothèse 2° , les expressions X a , sk -p l < a < s t + 1 , dé-
terminées par une formule telle que (19) pour j = k, Q désignant l'angle 
que fait la courbe considérée avec le vecteur e1 ; on voit d'ailleurs, d'après 
(25) que, en tenant compte des formules (13) on a 
X a i f c * + ï y o * ' s * + 1 < 0 5 < s * 4 - i -




k 1 . . . -f- 2 q>vk e v , 
l'expression non écrite, dans le second membre, n "étant qu'une combinaison 
linéaire de M, eif. . - ,esk. E n différentiant cette formule on trouve faci-
lement, en vertu des formules (26), (1), (24) 
n 
vk+1 ds
k - . . • - ( - 2 ç>v
 k + 1 e v, 
l'expression non écrite, dans le second membre, n'étant qu'une combinaison 
13 
linéaire de JI, et, . . . e, . Par suite 
/• i 
dsl ><P«ik+1 *^f^2)j}k+2-li->a<PQOsk 3 | A 0 s m ^ > <*>st+1+l (27) 
sont les composantes du vecteur vk+t suivant les vecteurs e a , a > sA +1 + 1. 
Or, le vecteur v f c + 1 se trouve situé dans l'espace osculateur d'ordre 
k -\- 2 de la surlace au point M et cet espace est déterminé, d'après 
l'hypothèse, par M, e{ . . . e.<?fc 2 ; on a donc, dans le cas K > k - j - 2 
y a *
 1 0, a > 5̂  2 + 1. (28) 
De plus, comme les vecteurs e„ i . . . es correspondants dé-
terminent le k -\- l i f e m e espace principal de la surface, dans le cas 2 V > k [ 2, 
les quantités 
X a 2 T 2 ^a,[j.cos f c^- P-Q.sinf 1©, s f c + 1 -r l < a < s f t + 3 r 
prises au point J / , sont les composantes du vecteur de la k - j - l i è m e courbure 
normale de la courbe au point M suivant les vecteurs ea, s*- i - j - 1 « < sk i>. 
L'hypothèse 2° reste donc vrai pour j — k -\- 1. 
I l ne reste plus qu'à montrer que, dans le cas k -\- 2 < X on a les 
équations telles que (20) pour j k , 1. Supposons donc k -r- 2 < JV. 
Comme la courbe considérée, sur la surface est arbitraire, pourvu 
qu'il y a de vecteurs de la première, deuxième, etc., k -+- l i ù m e courbure de 
la courbe au point M, les formules (28) entraînent, d'après (27), 
Jh^ï, 7,0 J>k ï , « , i • • • J>o, a, fc-r2 0? « > Sft a 4 ~ l -
Ces relations entraînent, d'après (23), 
* 1 
2 J>k i *, V, A
 w v « 0 ; A 0, 1, . . . k r 1 ; « > sku2 ~r 1. (29) 
Les formules (29) représentent k -j- 2 relations linéaires en w v a dont le 
nombre est s f t + 1 — sk rk< k -f- 2. Il suffit donc de montrer que les re-
lations (29) sont linéairement indépendantes. 
Dans le cas contraire i l existe des quantités l non toutes nulles 
telles que les relations 
^ Kjh i ii, v> h 0 ; 1i 0, 1, . . . Z; - p 1 
y 1 - J - i 
ont lieu. I l en résulte la relation 
2 l,<p,k = 0. 
v ,k + i 
Par suite, étant un point arbitraire sur la surface, le vecteur de la ki,,me 
courbure normale (s'il en existe) d'une courbe quelconque passant, sur 
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la surface, par M, se trouve situé dans l'espace linéaire à s A + 1 —1 di-
mensions a 
s\xv 0, X a 0, a > s k + l + l , (30) 
X, X x , Xg , . . . étant les coordonnées ponctuelles par rapport au système 
M, eLf e2, • • • Or, i l est clair que, l'espace en question passe par l'espace 
osculateur d'ordre Je de la surface au point M. Par suite, si l'on consi-
dère, sur la surface une courbe arbitraire, son espace osculateur d'ordre 
h en ce point (s'il en existe) se trouve dans l'espace linéaire (30); cet 
espace contient alors le vecteur vk de la courbe considérée au point M 
et par suite, i l contient l'espace osculateur d'ordre Je - j - 1 de la courbe 
au point M et, comme la courbe considérée est arbitraire, i l contient 
l'espace osculateur d'ordre Je -j- 1 de la surface au point M. L'espace 
osculateur d'ordre A; -J- 1 de la surface au point M a alors moins de 
dimensions, contrairement à l 'hypothèse. 
On a donc bien 
(»s +l,a—w» +2, a . . . = OJa a 0, a>S*_|_ 2 + l . 
k k k -\-1 » 
L'hypothèse 3" reste donc vrai pour j=.Je-\- 1. 
L a démonstration de la proposition étant terminée, i l se trouve dé-
montré que, les X a déterminés par les formules 
Xa=2 p' +
 X] y, , ^ «,n oosH"1 Q sinf* 9, Sj - f K « < (31) 
fi. ov jt* ; 
prises dans un point M quelconque de la surface, représentent, pour 
j 1, 2, . . . N— 1, dans le jièa10 espace principal au point M, les com-
posantes du vecteur de la jièm* courbure normale au point M, de chaque 
courbe sur la surface pour laquelle ce vecteur existe et dont la tangente 
fait, avec le vecteur e± l'angle 0. Or, on peut interpréter les X a en 
question, dans le jième espace principal au point M, comme les coordonnées 
du sommet du vecteur de la jième courbure normale, au point M, d'une 
telle courbe. Par suite, quand on regarde, dans les formules (31), Q comme 
variable, ces formules représentent les équations paramétriques de l ' indi-
catrice de courbure normale d'ordre j (=1, 2, . . . N— 1) au point M. 
Cette indicatrice est donc bien une courbe rationelle fermée et on a, de 
plus, ses équations. L e théorème se trouve ainsi démontré. 
II. Les surfaces dont quelquesunes premières indicatrices de cour-
bure normale sont des circonférences aux centres dans le point 
correspondant de la surface. 
4. Soit m un entier positif tel que 2 (m - j - 1) < n et proposons nous 
de déterminer toutes les surfaces appartenant à l'espace à n dimensions 
à courbure constante c qui jouissent de la propriété suivante: 
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Dans un point M quelconque de la surface toutes les indicatrices 
de courbure normale d'ordre < m sont des circonférences aux centres au 
point M. 
Remarquons d'abord que, dans un point M quelconque d'une sur-
face arbitraire le kième espace pr inc ipa l de la surface, l < f t < 2 V T — 1 , est 
le plus petit espace linéaire passant par M et contenant l ' indicatrice de 
courbure normale d'ordre k. 
Cela étant, imaginons une surface ( I f ) jouissant des propriétés 
voulues. Pou r K / c < m , dans un point M quelconque de (M), l ' i n d i -
catrice de courbure normale d'ordre k étant une circonférence au centre 
au point M, le plus petit espace linéaire contenant une telle indicatrice 
est u n plan qui passe par M. P a r suite le kième> espace pr incipal de l a 
surface a précisément deux dimensions. 
Faisons alors correspondre à chaque point M de l a surface u n 
système de référence normal. O n prendra, dans chaque point M, en 
particulieur, les vecteurs 
et, e 2 dans le plan tangent ; 
e 3, e 4 dans le premier espace p r inc ipa l ; . 0 
\?*} 
e 2 »i+i7 ^ 2 n » + 2 dans le w
i è m e espace p r inc ipa l ; 
et on aura, pour k 1, 2, . . . m. 
1° les relations de la forme 
)h,2k—1,0 0}2k l,a + / ' t 1 2 i t , 0 % , a
 = / f t + l , a , 0 w l " h ^ i . a , ! w 2 ? Ct>2k-\-l 
Pk-\ 2 f c - l , l w 2 f c - l . a ~\~J}k—i,2fc,l W%k,a — J)k>a -j~ J>k-l,a,2 0)2) 
(33) 
^0,2* i , * < ° 2 t i , a -\-J>o,2k,k Wgfc.a =JP\,a.,kWy + ^ o , a , f c + i ^2 . 
les j) étant des fonctions des paramètres dont dépend le système de 
référence et, en particulier , 
'110 = 1, J>i2o 0, j)01i = 0, ^ 0 2 1 = 1 ; 
2° les équations paramétriques de l ' indicatrice de courbure normale 
d'ordre k 
X a = 2 J f
r
 U + 1 _ u . . a , a C o s
t + 1 ^ © s i n l 1 © , 2k + l<a<2k+2 (34) 
les Xa étant les composantes d'un point de l ' indicatrice suivant les axes e a -
3° les équations 
f02k 1 24+S = W24—l,2A+4 . . . . = (02k—l,n 0, (J£>) 
à condition d'y supprimer, dans le cas 2(m~\-Y) = n, celles qui en résul-
tent pour k = m. 
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5. Exprimons alors que, l'indicatrice de courbure normale d'ordre 1, 
en chaque point M, est une circonférence au centre en M. Ses équations 
étant, d'après 2 (Je = 1), 
X5 —/>2so cos
3 9 + 2j0 1 8 , cos 0 sin 0 -f- » 0 3 a s in
2 <9, 
^240 cos3 G , 2 cos © sin @ - f - s i n 2 9, ^ 
pourque le centre de l'indicatrice soit au point M, i l faut et i l suffit 
qu'on ait i n n 
Les formules (36) peuvent alors s'écrire 
Xa \ { { / a M - t / 1 « ) «
2 * e - r - 0 ' - - 3 o + V i » i ) c - 2 ' e } , 
^ 4 4 { ( ^ 4 O - V M l ) e 2 * 0 4 - ( / 2 4 O + ^ U l ) ^ 2 î ' 6 }- (37) 
Pourqu'elles représentent une circonférence de rayon 72 1 ( > 0) i l faut, 
évidemment, qu'on ait 
Oaso — *^m) 2 + Q>uo Vh4iY 0, 
(^230 t " tylSlY + 0^240 "t" V l 4 l ) J 0, 
9 {0>230 — ^ 1 3 l ) 0^230 + V l S l ) + 0y240 ~ V>141 ) Q ^ O V>Ul)} 
et par suite y , , t , . 9 T>m9 
(38) 
Or, si l'on fait une substitution orthogonale aux vecteurs e 3, e 4 les 
coefficients de et ceux de e 2 * ® , dans les formules (37), subissent la 
même substitution orthogonale. On en déduit facilement, en tenant compte 
des formules (38), qu'on peut supposer, dans les formules (37), j)1Zl 0. 
Les formules (38) donnent alors jy a 4 0 — 0 et on peut prendre, mani-
festement, y>23o —JJ u i = R 1 • 
Inversement, les relations 
suffisent pourque l'indicatrice de courbure normale d'ordre 1 soit une 
circonférence de TSLJ on 72 1 au 2entre dans le point M correspondant. 
On voit ainsi que, dans un point M quelconque de la surface (M), 
après avoir fait, au besoin une particularisation convenable des vecteurs 
e 8, e 4 on peut s'arranger que, le système de référence normal au point M 
soit tel qu'on a 
1° les équations de la forme (721 > 0) 
w i 3 + icoi3 = IÎ
1 (w1 — Î © 2 ) , w 1 4 -f- « » M = i-K ^fwi — tco2), % 
<y13 — «<yJ3 72
 1 ( « ! -f- «w2), w 1 4 — i w 2 4 — « 7 2 ( « j - { - i « 2 ) , 
17 
2° les équations paramétriques de l'indicatrice de courbure normale 
d'ordre 1 ^ 721)cos2 0, X 4 22
1)sin2 0; 
3° les équations 
e>i;, « 1 6 • • • « 1 * 0? 
W2.> W 2 G • • • W 2 n 0, 
a condition que « > 4. 
6. Soit maintenant m > 1 et continuons à exprimer que, dans un 
poii t i l / quelconque de la surface ( i l / ) chaque indicatrice de courbure 
normale d'ordre < m est une circonférence au centre en M. Pour cela 
procédons par la voie d'induction complète. 
Supposons que nous avons déjà démontré que, dans un point M 
quelconque de la surface ( i l / ) , après avoir fait, au besoin, une particulari-
sation convenable des vecteurs e3, e4, . . . e2k ]• e 2 t + 3 , \<Lk<Cm—1, on 
peut s'arranger que, le système de référence normale, au point M, soit 
tel qu'on ait pour l<Ck<Cm 1 
1° les équations de la forme (Il k) > 0) 
°hk 1,2* i + »'œ 2»,2*+i 22* ( w i — iaa)> i=i— 1 
t » 8 * - i , a*+i — * w 2 * , 2 * hi — -S A ) ( w i + *raa)> 
» 8 * 1 ,2*+* + « w > * , 8 f t + 2 «22 ft) (fi»! — iwa), (39) 
« 2 f c i,2*+a — « « 2 f e , i / t + 2 — i R k iœ1 ico2), 
2° les équations paramétriques de l'indicatrice de courbure normale 
d ordre k 
X 2 k + 1 22 1 . 222 . . . 22* eos(fc + 1) 0, 
Z 2 & + 2 22^. 22
2). . . 22 * sin (fc + 1) 0, 
(40) 
(41) 
3" les équations 
{02k 1,2k 3 W 2 f c 1)24 4 . . . . (0Jk 1 ; „ 0, 
W2*.-,2ft+3 W 2 f c , 2 * + 4 . . . . w 2 f c , n 0, 
et démontrons qu'après avoir fait, au besoin, une particularisation con-
venable des vecteurs ej^+j, eim 2 on peut s'arranger que, le système 
de référence normale, au point M, soit tel que les équations 1°, 2 vaillent 
pour h m et de môme les équations 3", si 2 m - f 2 < n. 
Dans ce but éarivons d'abord les équations (33) pour h — m ; nous 
avons les formules 
J>m t, 2m 1 fj.W3TO i j a - J - ^»» (JL, 2m. fJ. W 2 m , a J^m 1 fj., a, fx. « j ~\~]>m {t. a. fJL+1 w 2 
(̂  0 , 1 , . , . M ; a = 2 w | l , 2 « (-2), 
lesquelles on peut mettre sous la forme (i ]/—1) 
(Pm—\i.,2m i,\i.-\-î>Pm |X, 2m, fJ.) (w2TO—1, oc « w 2 m, a) 
H - (/>m | l , 2 m l.fJL tj>m fi. 2M ,(J .) ( W J m — 1 , a ~H * W 2 t » , a ) = 
CPm i |i,a.[i «>« |i,a,(t+i) '« i — i » j - f 
+ (j>m 1 [x, a, {j. — t>» fji, a, fx+i) (&>i + C02). 
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Or, l'hypothèse 2°, appliquée à le — m 1, donne 
X2m t + iX2m . m
2) ...R(<» 1 2 ( m j (+ iy c o s — & sinl* © 
d'où l'on tire, en tenant compte de la formule (34), 
Par suite, on a d'après (42), 
iïRV.R2 . . . { ( € » a M , a — iraa»,a) + (—1>(co,m h a + i C 0 2 m , a j = 
O'W+I-JJL. a, fx + ji, a, j i+i ) ( « i — i W 2 ) + 
i ) O i + «<»a), (43) 
— 0,1, . ..m; ce — 2m - j - 1, 2w -}- 2). 
r 
Ecrivons, dans cette formule fi - j - 2 au lieu de ̂ * et ajoutons les 
deux membres ainsi obtenus à (43). Nous avons, évidemment, 
(> — 0 ,1 , . . .m— 1; a 2m-\-l,2m {-2) ^ ' 
et on en déduit facilement 
/ m + i - 2 v , o , a v = (—l)V*+i .« .o î (̂  = 0 ,1 ,2 , . . . ; 2 V , 2 J ' + K » J t 1 ) 
^ » 4 - i _ 8 v + l , a , 2 v + i — (— ( 4 5 ) 
Or, les équations paramétriques de l'indicatrice de courbure nor-
male d'ordre m étant, d'après (34), 
fJL=0 V 
on les peut écrire 
L 2 J / m I 1 \ 
+ ^ (g , + 1 ) ^ l - t v + . . « , . v + l C 0 8 - + » - » v + i © s i n 2 v + 1 © 
et par suite, en tenant compte des formules (45) 
X 2 f n + 1 ~2 { ( ^ » » + l , 2 m + l , 0 2 m + l , l ) e*(WÎ + 1 ) Q -(-
+ CP«+i, 2 o + 2 «+i, i) e~1 (M + *)0}, 
^ 2 « + 2 ~2 I O M - I Î 2 « + 2 , 0 t P w i 2 m + 2 , l ) e î(w l + 1 ) e - j -
+ (J>m+1, 2 m+2, 0 + V«, 2 « . + 3 , l ) « ~ * ( W > + 1 ) @ } • 
Ces formules mettent en évidence que, sows Zes hypothèses con-
sidérées, l'indicatrice de courbure normale d'ordre m, dans un point M 
(46) 
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quelconque de la surface, est nécessairement une ellipse dont le centre se 
trouve au point M. 
Pourque cette ellipse soit une circonférence de rayon R . .. R(m 
il faut évidemment qu'on ait 
fm+ljAm+l, 0 ~f Jrm+l, 2w»+2, 0 m, 2m+l, 1 ~\~ Jrm,2m+2, 1 ~ R^% . • . Rm 2 , 
/ V + l j â M + l , 0 • JPm, 2 » + l , 1 ~\~ J'm 1, 2 m \-2, 0 • JJm, 2 m+2,1 ^ . (47) 
Or, si l'on fait une substitution orthogonale aux vecteurs e2m+i, 
C2m+2
 s a n s changer les vecteurs e d'indices inférieurs, les coefficients 
de + et ceux de c — + dans les formules (46), subissent, 
évidemment, la même substitution orthogonale. D'autre part, cette sub-
stitution n'a aucune influence aux formes w, qui pour h <C m — 1, figu-
rent dans les formules (39) et (41). Cela est, en effet, immédiat, lorsqu'on 
remarque qu'en posant, pour abréger 
EK e2k i + ie.ft, E k e2k , — ie2k\ h 1,2, ...m, (48) 
«! -(- i(o2 = &i ; « i — ioo-i = Q 1} 
les formules en question entraînent les suivantes 
dM \ & IEY +lniE-1; (Je 2,3, ...m 1) 
dEj. —CSI-LM ioj12El +R
L)Q_1Ea\ 
dE-x —c£2 XM +ioj12E j +i^
1)i21J5_a; 
dEk - R Q t E k t iœ8k-uikEK -rR
k Q-,Ek+1 ; (49) 
dE k R"-
1 & tE k ! +iœu h i k E - k +R
k QtE k + 1 ) ; 
2m 1 2 
dEM —R
m 1 QxEm-x —io)2m U 2 M E M + 2 (« 2 «_ 1 , j + icoJmjj)ej 
j=2 « l - f l 
2w»+2 
j 2w» 1 
de2m i = W 2 t o l , 2« i+1^2m 1 — w 2 « i , 2m-|-l e 2 w + w 2 m + l , 2 m-\-2 e 2 » » + 2 + • •{• 5 
dC2m 2 ^2m 1 2m-\-2
e2m—1 w 2 m, 2 m+2 W J ra-fl, 2>»+2 e 2 + • • • 5 
On voit donc, en tenant compte des formules (47) qu'on peut sup-
poser, dans les formules (46), j)m, S m 1 ) 1 = 0. Les formules (47) donnent 
alors ^ m - f - i , 2 » » + 2 , o = 0 et on peut prendre, manifestement, ^ T O + 1 ) 2 m + 1 } 0 — 
pm, 2m-\-2,1 = = 1 • R^ . . . Rm . 
Inversement, les relations 
J}m, 2 J P m + l i 2m -2,0 ®i 
J>m+l,2m 1, 0 =pm, 2m+-J, 1 — RW . R * . . . R (> 0) 
suffisent pourque l'indicatrice de courbure normale d'ordre m soit une 
circonférence de rayon R 1 . R . . . R m au centre au point M corre-
spondant. 
On a donc, d'après (43) et (45), 
1* 
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1° les équations 
W 2 « i 1, 2«i+l + * « 2 « « , 2 7 » 1 H™ (<»l tWi)', 
« m - l . a m - r l — « » 2 » , 2 m 1 — R m> ( « j . + î 
w 2 « - i , 8 * + 8 — « « i f » , 8 « + 2 = — (« i + *«a); 
2° les équations paramétriques de l'indicatrice de courbure normale 
d'ordre m 
X2m+1 — KV.RP . . . RM cos (m + 1) 9, 
X2m+2 . R
a . . . R m sin (w 4- 1) 0, 
3° d'après (35), si 2 m - f 2 < n, 
W 8 t » — 1 , 2 m + 3 - ^ r a 1, 2 « i 4 = . . . = 1, n — Oj 
w d « n , 2 m + 3 ® 2 » n , 2 m + 4 • • • « 2 m , n = = 0> 
comme nous voulions démontrer. 
7. On voit ainsi que, les surfaces générales appartenant à un espace 
à n dimensions à courbure constante c dont toutes les indicatrices de 
courbure normale d'ordre < m, dans un point M quelconque, sont des 
circonférences aux centres au point M, peuvent être définies par le 
système suivant 
a>z w 4 . . . = can = 0 ; coji 4- «y 0 (l, j = 1, 2, . . . ri) ; 
coJk_lj2fc+1 - j - iœajt,2fc+i — -K* («î — « ' « 2 ) ; 
<»a*-i, 8*+i — ««as , 2*+i B " ( » i f « « 2 ) ; 
« 2 * l , 2 * + 2 + i6>2k,2k 2 = iRk ( « 1 « « s ) î 
« 2 1 l , 8 * + 2 — î » 2 * , 2 * + 2 i E * (« j + *«a); (50) 
« 2 f c 1, 2 f t+3 « J f c — 1 , 2 ' c + 4 ~ • • • = « 2 f c l , n 0> 
« 2 * , 2 i i 3 = « 2 f c , 2 * + 4 = . . . « 2 f c , n 0 j 
(i ) / ^ î ; & — 1, 2, . . . m ; JR fc) > 0) 
le groupe d'équations résultant de celles qui sont écrites dans les deux 
dernières lignes pour h = m, étant à supprimer si 2 m - j - 2 = w. 
Or, le système en question entraîne les conditions d'intégrabilité 
suivantes 
dJl k 
[ (»! - i w 2 ) ( - j - « tyx, - j - ̂  2 A — 2 & + 2 ) J 0 ; 
^22 * . 
+ * «a) ( 2j * — *«13 + » 2 * 1 , 2 * — « 2 i k + l , 2 * + 0 ] = ° î ( 5 1 ) 
[ ( » ! — t W 2 ) ( « 2 m + l , . / T * « 2 m + 2 , ; ) J = 0 Î 
[ ( « 1 + *» 8 ) C ® 2 » 4 W — *
W 2 » + a j)] °» 
(A; = 1, 2, . . . m ; ^ — 2 m -f- 3, 2 m - j - 4, . . . w), 
les équations dans les deux dernières lignes étant à supprimer si 2 m + 2 — n. 
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L e nombre de relations (51) est évidemment 
2m + 2(n — 2m -f- 2) •>(n — m — 2) 
et i l y a, dans ces relations, le même nombre d'expressions secondaires 
(c'est à dire celles qui figurent dans les crochets [ ] en outre de « j 4 ia)2 
linéairement indépendantes. 
L a forme des relations (51) met alors en évidence que le système 
(50 est en involution et sa solution générale dépend de 2 (n — m — 2) 
fonctions arbitraires d'une variable. 
Par suite, 
les surfaces générales appartenant à un espace à n dimensions à courbure 
constante, dont toutes les indicatrices de courbure normale d'ordre < m, 
dans un point M quelconque, sont des circonférences aux centres en M, 
existent et dépendent de 2 (n — m—2) fonctions d'une variable. 
L e raisonnement du n ' 6 (v. p. 18) permet d'énoncer encore le ré-
sultat suivant: 
Si une surface appartenant à un espace à n dimensions à courbure 
constante jouit, en ce qui concerne les indicatrices de courbure normale 
d'ordre < m — 1, des propriétés considérées, l'indicatrice de courbure nor-
male d'ordre m, si l'en existe, est toujours une ellipse dont le centre 
coïncide avec le point correspondant de la surface. 
8. Nous allons faire encore quelques remarques au sujet du cas où 
les rayons de toutes les indicatrices considérées sont des constantes. Cela 
a évidemment lieu alors et alors seulement si toutes les fonctions R(k qui 
figurent dans les formules (50) sont constantes. On a ensuite, d 'après (51) 
« 1 2 - r a2k i , 2k — i , 2k+2 h 1, 2, . . . m ; 
et i l en résulte, évidemment, 
«ai+i, 2ft+2 (k + 1) (ov2. (52) 
Les conditions d'intégrabilité auxquelles donnent naissance ces 
équations sont 
B V . , * i * + l J a ( . . _ ( * -
i y * + 8 ) . | . , t - ] , 2 , . . . « , j (53) 
n 
2 [(œ2m+lJ « W 2 » » + 2 , j ) ( W s l » » + W + « W 2 » » + 2 , / ) J ~\~ 
j 2«i-f8 
{(m -+- 1) (m - f 2) j?U 2 — m (m + 3) -|-} [ («! — i <o8) (wx + i a2)] = 0, 
si 2 m ~\- 2 < n ; (54) 
(m , l ) ( m + 2 ) 7 2 1 3 — m (m + 3) C — 0, si2m + 2 — n. 
L a formule (53) exprime les relations qui doivent subsister entre 
les rayons des indicatrices des différents ordres et la courbure de l'espace. 
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L a formule (54) à son tour, appliquée au cas 2 m 2=n, montre que, 
dans les espaces à nombre paire de dimensions mais seulement à courbure 
positive il existe des surfaces dont toutes les indicatrices des différents 
ordres sont des circonférences aux centres au point correspondant sur la 
surface et de rayons constants ; cette formule exprime, en effet, que, sous 
certaines relations entre les rayons des indicatrices et la courbure de 
l'espace le système (50) et (52) est complètement intégrable. Remarquons 
que, les surfaces en question sont les surfaces représentées par les fonctions 
sphériques de Laplace*. 
Dans le cas 2m -f- 2 < n, si l'on prolonge le système (50), d'après 
(51) par les équations 
« 2 * + i , 2*+2 — (k -\- 1) w 1 2 , k 1, 2, . . . m; 
a2m+i,j + iG>2m+2,j Uj(a>i — ico2), j — 2 m + 3, ...n; (55) 
W 2 m+l, j « W 2 m | 2,.i « / l + « "a)» 
les u étant des fonctions des variables dont dépend le système normal 
on a les conditions d'intégrabilité suivantes 
* ( * + 1 ) B . ) . - ( * -
1 ) 8 ( * -
2 ) . . | . , t = l,?,...m; 
U2m+3 « 2 m + S + • ' • +
 U * « n = ( » » + 1) ( » » + 2 ) R 1 ) 2 ~ »» (»» "f" 3) „» î 
K w i — * raa) * m T 2 M; « u - j " 2 uw œvj)} — 0 
> ajn-T-8 
[ ( » ! - j - i (̂ w/ — im -\-2 tij œ12 -\- 2J uv «V7-)] 0. 
Le système d'équations (50) et (55) n'est pas donc en involution. 
Si l'on essaye de le mettre, dans le cas général, en involution, par des 
prolongements successifs, on est amener à effectuer des calculs très longs. 
* V. à ce sujet mon Mémoire: Sur les surfaces représentées par les fonctions 
sphériques de première espèce qui va paraître prochainement dans le J. Math, pures appl. 
